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Direct Methods in the Case of Superstructure Effects of a Higher Index

Superstructure effects take place with structures satisfying a pseudotranslation t. We discuss
how to apply direct methods for the phase determination of the weak reflexions for structures
where the index of ¢ is larger than 2 and the atoms satisfy the pseudotranslation exactly or not at

all.

Mit Hilfe direkter Methoden lassen sich nur die
Phasen starker Reflexe festlegen. Die der schwachen
werden bei der Strukturaufklarung normalerweise
auch nicht bendtigt, da diese Reflexe in der ersten
Fouriersynthese zur Bestimmung des Strukturmo-
dells vernachldssigt werden konnen. Probleme sind
also zu erwarten, wenn die schwachen Reflexe
wichtige Informationen zum Modell beitragen. Dies
ist der Fall fiir Strukturen, die Uberstruktureffekte
zeigen, wenn also die mittlere Intensitat der gemes-
senen Strukturfaktoren deutlich verschieden ist fir
unterschiedliche, meist einfach zu beschreibende
Klassen von Reflexen. Fithrt man eine Standardnor-
mierung durch, sind auch die Mittelwerte der
E-Werte dieser Klassen unterschiedlich, und die
Schwierigkeiten bei der Anwendung direkter Me-
thoden wachsen, je starker der Effekt ausgeprégt ist.
Das von Hauptman und Karle 1959 vorgeschlagene
Reskalieren der E-Werte [1] 16st das Problem nur
zum Teil. Das Verfahren funktioniert praktisch so
oft, da wir in irgendeiner Weise physikalische
Relevanz erwarten miissen und wieder nicht oft
genug, um das Problem als gelost anzusehen. Des-
halb wurde die Abhéngigkeit in der Struktur nicht
durch die speziellen Parameter der Koordinaten
beschrieben, wie es zur Ableitung des Reskalierens
getan wurde [l], sondern allgemeiner durch das
Auftreten zusdtzlicher, nur zum Teil erfiillter Trans-
lationen, sogenannter Pseudotranslationen ¢ [2]. Das
effektive Streuvermdgen der Elementarzelle lief3
sich dann fiir die Reflexe der verschiedenen Klassen
getrennt betrachten, so dafl ihre Strukturfaktoren
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spezielle Darstellungen annehmen, aus denen das
unterschiedliche Verhalten bei der Anwendung di-
rekter Methoden abgeleitet werden konnte. Es wur-
de unterschieden zwischen den Hauptreflexen H, fiir
die das Skalarprodukt H - t eine ganze Zahl ist, und
den iibrigen Reflexen, den Uberstrukturreflexen U.
Bezeichnet o (x) die Elektronendichtefunktion der
gesuchten Struktur und ist die Pseudotranslation
vom Index p (d. h. p ist die kleinste ganze Zahl, fiir
die p - t einen Gittervektor darstellt), so konnten die
Strukturfaktoren F(U) der Uberstrukturreflexe U
als durch die sogenannte reduzierte Struktur ¢(x)
bestimmt aufgefaBBt werden. Als reduzierte Struktur
wurde dabei

01(x)=0(x)—min{g(x),0(x+1),....0(x+(p—1)1)]

oder
02(x)=p(x)—max{o(x),0(x+1).....0(x+(p—1)1)]

gewihlt. Bisher wurden nur solche Strukturen be-
trachtet, in denen keine rationale Abhiangigkeit der
Maxima in g (x) verbleibt und es deshalb nur zwei
Klassen von Reflexen unterschiedlicher mittlerer
Intensitat gibt — ndmlich die Klasse der Hauptre-
flexe und die der Uberstrukturreflexe [3]. Betrach-
ten wir hier weiterhin nur solche Strukturen, bei
denen die Atome entweder durch Pseudotransla-
tionen t exakt gekoppelt oder voneinander unab-
hangig sind, muflten dazu entweder p durch ¢ dqui-
valente Atome in der Struktur vorhanden sein und
zusdtzliche unabhdngige Atome auftreten oder je-
weils (p — 1) Atome durch t ineinander iberfiihrt
werden. Diese Ergebnisse sollen hier auf Strukturen
erweitert werden, in denen weniger als (p—1)
Atome durch t gekoppelt sind, wozu der Index der
Pseudotranslation grof3er als 3 sein muf3.
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Zwei Reflexklassen unterschiedlicher mittlerer
Intensitit

Wenn von den Atomen in Xxi,...,Xx, jeweils p
durch ¢ gekoppelt sind und zusitzlich m Atome in
Y1, ..., Vm auftreten, die ¢ nicht geniigen, lassen sich
die Darstellungen der Strukturfaktoren fiir Haupt-
und Uberstrukturreflexe ableiten, analog zum aus-
fihrlich behandelten Fall [3], daB die Pseudotrans-
lation vom Index p = 2 ist. Es gilt

n/p

F(H)=Zf_,-exp27riH-xj
j=1

l m
+— frexp2niH-y, (1)
P k=1
und

F(wzk;fkesznfU'Yk- )

Betrachtet man die moglichen Tripletts, so hat man
drei Klassen zu unterscheiden, je nachdem ob das
Triplett

(a) aus drei Hauptreflexen
(b) aus drei Uberstrukturreflexen oder
(c) aus einem Haupt- und zwei Uberstrukturreflexen

gebildet wird. Die E-Werte, die man durch Reska-
lieren oder getrenntes Normieren von Haupt- und
Uberstrukturreflexen erhilt, haben die zu (1) und
(2) analoge Form [3]. Da diese Darstellung der E-
Werte als Summe der Beitrige der einzelnen Atome
zur Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
die Summen der Phasen der Reflexe eines Tripletts
verwendet wird, werden in erster Linie die Tripletts
vom Typ (a) und vom Typ (b) gut durch die
Theorie abgeschitzt. Allerdings geht auch die An-
zahl der Atome in die Abschatzungsformel ein, und
diese 1aBt sich nur fiir Strukturen, die lauter gleiche
Atome enthalten, aus den Reskalierungsfaktoren
bzw. der Anderung der Skalenfaktoren beim ge-
trennten Normieren festlegen. In allen iibrigen Fal-
len konnen die Abschitzungen vom absoluten Wert
um einen konstanten Faktor abweichen. Die Rela-
tionen vom gemischten Typ (c) sind nur ndherungs-
weise durch die allgemeine Theorie bestimmt auf-
grund der unterschiedlichen funktionalen Form der
Strukturfaktoren von Haupt- und Uberstrukturre-
flexen. Dabei wird die Qualitat der Naherung von
der Art der Uberstruktur abhingen. Diese Auffas-
sung kann in kritischen Fillen im Gegensatz stehen
zu den bisherigen Bemiihungen, nach den Relatio-
nen vom Typ (a) als nichstes die Phasen von schwa-
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chen Reflexen zu bestimmen, die sich als Summe
eines systematisch starken und eines systematisch
schwachen Reflexes darstellen lassen. Zur Begriin-
dung des Verfahrens wurde die Sayre-Gleichung ver-
wendet [4, 5], wobei wegen des allgemeinen An-
satzes keine Moglichkeit besteht, die Qualitat der
Relationen in Abhingigkeit von der Art der Uber-
struktur zu betrachten. AuBerdem gibt es Fille
(siehe Beispiel unten), in denen die Phasen der
schwachen Reflexe durch die Relationen vom Typ
(a) und (c) nicht eindeutig festlegbar sind.

Im Fall p =2 konnen die Relationen (b) aus nur
schwachen Reflexen aufgrund der Paritédtsklassen-
bedingungen nicht existieren, dann sind Quartetts
die einfachsten Relationen, die nur systematisch
schwache Reflexe enthalten.

p Reflexklassen ungleicher Intensitit (p = 3)

Ungleiche Intensititsverteilung auf unterschied-
liche Restklassen von Uberstrukturreflexen erhilt
man, wenn einige Atome durch ¢ gekoppelt sind,
aber nicht alle fir die Symmetrie notwendigen
Atome vorhanden sind. Seien z.B. jeweils zwei der
n Atome in xi,..., x, in einer Struktur mit primi-
tiver Elementarzelle durch eine Pseudotranslation
vom Index p =4 gekoppelt. Dann lassen sich die
Atomkoordinaten beschreiben als in x; und x;+¢
(j=1,...,n/2) gegeben, wihrend die Atome in
x;+ 2 tund in x; + 3 t fehlen, die nétig wiren, damit
die Struktur exakt der zusdtzlichen Translation ¢
geniigt. Dann gilt allgemein fiir den Strukturfaktor

2
F(hy=Y (fiexp2nih-x)(l +exp2nih-1).
Jj=1

=X

Der Wert von X hédngt ab von der Restklasse von A,
und zwar gilt

X=2, falls h - t ganzzahlig (h=:H)

X=0, falls & - t halbzahlig (h=:U,)

X=1%i (h=U))
=)2 expin/4 falls4h-t==1mod (4){(;: = U,).

Damit ergibt sich als mittlere Intensitit fiir die ein-
zelnen Klassen n

(FX(H)y=2 ; 13,
(F}(Uy) =0,

FAU= 2, F}={FT).-
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Reskaliert man die Hauptreflexe, haben die Struk-
turfaktoren die Form
n/2

F(h)=ﬁz fiexpQ2nih-x;+ ¢)
Jj=1

mit ¢=0 fur Reflexe Amit 4 h-t=0(4)
und ¢@=145° fiir Reflexe hmit 4h-t=%1(4).

Die fiir die betrachtete Struktur erzeugten E-Werte
sind auBer fir die pseudoausgeldschten Reflexe die-
selben, die man fiir eine Struktur mit den Struktur-

faktoren
n/2

F(h)=ﬁzlﬁexp(2nih-x,-)
J=

erhilt. Die Wahrscheinlichkeitsabschatzungen fiir
die Phasensummen von Tripletts und Quartetts sind
also der Theorie entsprechend — auch die der
Relationen vom gemischten Typ. Die Reflexe U,
der gesuchten Struktur miissen gegeniiber den abge-
schidtzten Werten eine systematische Phasenverschie-
bung um 45° und die Reflexe U; um —45° er-
halten. Eine Vernachldssigung dieser Phasenverschie-
bung kann fir die Reflexe U mit 4 U-t= £ 1(8)
auch als Ortsverschiebung der Struktur um #/2 und
fur die Reflexe mit 4 U-t= * 3(8) als Bildver-
schiebung um — 3t/2 gedeutet werden. Unter sol-
chen Bedingungen konnen also Teile der gesuchten
Struktur richtig orientiert aber Ortlich verschoben
gegen die richtige Position in der Elementarzelle der
Fouriersynthese auftreten.

Da die F(U,) systematisch ausgeloscht sind, sind
nur Tripletts vom Typ H+H+H=0 und H+ U+
U;=0 vorhanden. Da die Reflexe U, eine Phasen-
verschiebung von 45° und die Reflexe U; eine von
—45° erhalten sollen, sind die Phasen durch diese
Relationen nicht eindeutig festlegbar. Betrachtet
man die mdglichen Quartetts, so erhidlt man zusétz-
lich die folgenden Relationen

(a) U|+U|+U|+U1=O, @=<D+7t,
(b) U|+U]+U3+U3=0, é=¢,
(C) U3+U3+U3+U3=O, 43=¢+7T

Beschreibt man die fiir die Reflexe F(h) abge-
schitzten Phasensummen fiir alle Quartetts mit &,
erhalten die fiir die Strukturfaktoren F(h) abzu-
schitzenden Phasensummen ¢ symmetriebedingte
Phasenverschiebungen. Leider konnen die ,,cross-
terme* nicht herangezogen werden fiir die Verbes-
serung der Phasenabschidtzungen dieser Quartetts,
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da fiir die Relationen (a) und (c) die Reflexe der
crossterme stets vom Typ U, sein miissen, deren
Strukturfaktoren symmetriebedingt ausgeldscht sind,
wodurch F(U,) unbekannt bleibt.

Bei anderen als im vorgestellten Beispiel be-
schriebenen Pseudotranslationen dieses Typs kon-
nen auch die E-Werte der einzelnen Restklassen von
Uberstrukturreflexen unterschiedlich reskaliert wer-
den fir eine richtige E-Normierung. Reskalierungs-
faktoren und Phasenverschiebung lassen sich allge-
mein ausrechnen aus der Anzahl gekoppelter Atome
und der Art der Pseudotranslation: Seien jeweils
m+ 1 Atome gekoppelt durch eine Pseudotransla-
tion ¢ vom Index p, wobei m kleiner als p-2 ist. Der
Fall m=p—2 wurde bereits behandelt [3], da er
wieder auf zwei Klassen von Reflexen unterschied-
licher Intensitat fithrt, muB bei der folgenden Ablei-
tung aber nicht ausdriicklich ausgeschlossen wer-
den. Die Beitrage der gekoppelten Atome lassen
sich wieder in der Strukturfaktorgleichung zusam-
menfassen

n/m+1

F(h= ) fiexp2nih-x;
j=1

-(1+exp2nih-t+---+exp2nimh-t).

=X

Ist k-t ganzzahlig, h also ein Hauptreflex, so folgt
X=m+1. Um X fiir die Uberstrukturreflexe zu be-
stimmen, sind die (m+1) p-ten Einheitswurzeln
(exp2mi U-t)" zu addieren und man erhalt
X=X -expimg/2 mit 9p=2nU-t und
_ 2sin(m+1) ¢/2 - sin ¢/2
1—cos ¢ '

X!

Die Strukturfaktoren haben also die funktionale

Form
n/m+1

F(Uy=|X| Y expimg/2

Jj=1
fiexp2nih-x;,
wobei der Wert von | X' abhingig ist von der Rest-

klasse von U. Als Mittelwerte fiir die einzelnen
Restklassen von Reflexen ergibt sich dann

21

m+1 ;5

n/m+1 1X‘2

(FY(h)y=|X|? ; ff=

Normiert man nach Standardverfahren, ohne etwas
von der rationalen Abhédngigkeit zu wissen, so setzt
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n

man ) f? als erwartete mittlere Intensitat fir alle
j=1

Klassen an. Man erhélt damit auch unterschiedliche

E*Werte

CEX(R)y = | X[/(m +1).

Deshalb diirfen die E-Werte der einzelnen Klassen
fiir die richtige Phasenabschiatzung mit einem Fak-
tor |/m +1/|X| reskaliert werden, wenn den Refle-
xen die berechnete Phasenverschiebung mitgegeben
wird. Dabei ist das Reskalieren der E-Werte in dem
diskutierten MaBe zuldssig, weil die ungleiche In-
tensitdtsverteilung symmetriebedingt und nicht
strukturbedingt auftritt.

Beispiele
1. AgNO;

Die Struktur des AgNOs ist ein klassisches Bei-
spiel fir Strukturen mit Pseudotranslationen vom
Index 4. Die Bedingungen, welche Restklassen syste-
matisch ausgeldscht sind und keiner Raumgruppen-
ausloschung geniigen, wurden von Niggli [6] dazu
verwendet, die Lage der Ag-Atome festzulegen.
Denn ein in (1/8 0 1/8) liegendes Ag erzeugt in der
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Raumgruppe P bca eine Menge von dquivalenten
Lagen, die aufgrund der speziellen Parameter eine
Zerlegung der Atome in zwei Klassen zuldBt, derart,
daB die Struktur einer Pseudotranslation

t=(1/2 0 1/4)

der diskutierten Art mit m = 1 geniigt.

2. C3H g

Bisweilen findet man auch organische Strukturen,
bei denen aufgrund der speziellen Gestalt der Mole-
kiile ein betrachtlicher Teil der Atome einer Pseu-
dotranslation von hoherem Index geniigt. Beim
C3H,s z. B. — dessen Aufklarung mit direkten Me-
thoden nicht problemlos verlief, weil die Molekiile
an falscher Lage relativ zur Schraubenachse auftra-
ten [7] — gehen je 30 Atome zweier unabhéangiger
Molekiile durch Pseudotranslationen

t=(9/20£1/4  9/20)

ndherungsweise ineinander iiber.
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